Uber die Gleichgewichtsverteilung von Ionen an Phasengrenzen

Gerhard West

Arbeitsgruppe Biophysik und Thermodynamik, FB Physik, Philipps-Universitidt, Marburg

Z. Naturforsch. 33a, 528 —535 (1978); eingegangen am 5. Januar 1978

About the Distribution of Ions near a Phase- Boundary

For ideal-diluted electrolytes the concentration and potential profiles are calculated and the
consequences of the deviation from the limiting law are discussed.

1. Einleitung

Die theoretische Behandlung der Prozesse an
Membranen, insbesondere Nervenmembranen und
Ionenaustauschermembranen, wie auch die Aus-
wertung mancher Experimente setzt eine detaillierte
Kenntnis des Potentialprofils und der Konzentra-
tionsprofile in Elektrolytlosungen in der Néahe der
Grenzflichen voraus. Das Problem ist schon fiir
Gleichgewichtszustiande in stark verdiinnten Losun-
gen aufgrund der Wechselwirkungen zwischen
Diffusionsdruck und elektrischem Feld kompliziert,
insbesondere wegen der extremen Nichtlinearitit
der Differentialgleichungen. Bei zunehmender Kon-
zentration, insbesondere den in biologischen Syste-
men vorliegenden Konzentrationsverhéltnissen,
konnen die Abweichungen vom idealen Verhalten
— thermodynamisch gesprochen die Aktivitéts-
koeffizienten, kinetisch gesprochen die Korrela-
tionen — nicht mehr vernachlissigt werden; iiber
ihren Einflul} sind jedoch kaum mehr als qualitative
Aussagen moglich.

Von Schréter [1] und Stormberg [2] wurden die
Tonenverteilungen an Grenzflichen in linearer
Néherung, also fiir sehr kleine Feldstirken und
Konzentrationen, untersucht, von ersterem unter
Einbeziehung der Korrelationen. Von Aono und
Ohki [3] wurden univalente Elektrolytlosungen
exakt, aber ohne Beriicksichtigung der Abweichun-
gen vom idealen Verhalten, untersucht; hier wer-
den, an deren Arbeit ankniipfend, das Potential-
profil und die Konzentrationsprofile untersucht, fiir
den idealverdiinnten Elektrolyten in einem Spezial-
fall exakt, sonst in einer iiberschaubaren Naherung;
der Einflul der Abweichungen vom idealen Ver-
halten wird diskutiert.

Sonderdruckanforderungen an Dr. Gerhard West, Mainzer
Gasse 33, D-3550 Marburg.

2. Die Gleichgewichtshedingungen

2.1. Die allgemeine Form der Gleichungen

Das untersuchte System sei eine vollstindig
dissoziierte Elektrolytlosung in einem statischen
Zustand. Das Losungsmittel sei durch den Index 0,
die gelosten Stoffe seien durch die Indizes j=1,...,J
gekennzeichnet, Festladungen durch Indizes j>J.

Im folgenden werden grundsétzlich SI-Einheiten
verwendet; insbesondere sind molare Dichten in
Mol m—3 anzugeben. Konkrete Zahlenangaben be-
ziehen sich auf wéfirige Losungen von 25°C, auf
eine Angabe der Dimension wird meist verzichtet.

Wenn sich die j-te Teilchenart im Gebiet V frei
bewegen und verteilen kann, so wird die Gleich-
gewichtsverteilung dieser Teilchenart im Gebiet V
unter dem Einflull eines elektrischen Feldes durch
die rdaumliche Konstanz des elektrochemischen
Potentials dieser Teilchenart im Gebiet 17 be-
schrieben [4]:

A +2zFp)=const, 0<j<J; (2.1)

reV
u; chemisches Potential der j-ten Teilchenart;
z; Ladungszahl der j-ten Teilchenart, z9=0;
F Faraday-Konstante.

Bezeichnet n;(r) die molare Dichte der j-ten
Teilchenart, so mufl, wenn sich diese Teilchenart
in einem Gebiet V' nicht frei verteilen kann und
somit nicht im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet, d.h. in V' nicht der GIl. (2.1) geniigt, die
Funktion n;(r) in V' explizit vorgegeben werden;
diese Aussage gilt insbesondere fiir Festladungen.

Mit dem Potentialansatz fiir die dielektrische
Verschiebung

D= —c¢0,¢ (2.2)

wird der elektrostatische Aspekt des Gleich-
gewichtszustandes durch die Poisson-Gleichung be-
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schrieben:

—a,ea,qJ:a,.-D:Fsznj; (2.3)
e=c¢oer Dielektrizititskonstante, e&r(r) (ortsab-
hangige) relative Dielektrizitatskonstante; fiir Was-
ser von 25°C £298,2 K ist ¢ = 78,25.

Die Gln. (2.1) bzw. die explizit vorgegebenen
molaren Dichtefunktionen, die Gln. (2.2) und (2.3),
die explizit vorgegebene Funktion &r(r) und ge-
eignete Randbedingungen bilden zusammen ein
eindeutig l6sbares partielles Differentialgleichungs-
system, das den statischen Zustand des unter-
suchten Systems vollstindig beschreibt.

Wir wollen zunidchst nur den Fall ideal ver-
diinnter Losungen betrachten und die nichtidealen
Terme im chemischen Potential vernachlassigen,
also mit der Gaskonstanten R und dem Dimensions-
faktor d =1 Mol m—3 ansetzen

wi=p*(r, T) + RTIn (njld), 1=j<J. (24)
Gleichung (2.4) setzt aulBerdem voraus, daBl das
Loésungsmittel praktisch inkompressibel ist, was
wir im folgenden als erfiillt annehmen wollen; dann
entfiallt die Gleichgewichtsbedingung fiir das Lo-
sungsmittel.

Der Term u;* ist explizit ortsabhingig genau
dann, wenn die Zusammensetzung des Losungs-
mittels nicht raumlich konstant ist; insbesondere
ist u;* in Wasser und in Membranen verschieden.
Weil Festladungen an einen materiellen Trager ge-
bunden sein miissen, impliziert eine raumlich nicht
konstante Festladungsdichte i.a. auch eine explizite
Ortsabhéngigkeit von u;*.

Als Phase soll ein maximales Gebiet mit kon-
stanter Temperatur und nicht ortsabhangigem u;*,
insbesondere auch mit konstanter Festladungs-
dichte bezeichnet werden.

2.2. Zwer Modelle

Im folgenden sollen das achsialsymmetrische
Modell und das eindimensionale Vergleichsmodell
untersucht werden; ersteres sei invariant unter
Translationen lings der Symmetrieachse und unter
Rotationen um diese, letzteres sei invariant unter
Translationen in den beiden zur z-Achse senk-
rechten Richtungen.

Bezeichnet ' die Ableitung nach r bzw. z, so
lauten die Gleichgewichtsbedingungen (links fiir
das achsialsymmetrische, rechts fiir das eindimen-
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sionale Modell):
s P ;D(r), r=(2,90), D= (D(),0,0), (2.5)

n; = n;(r), n; = n;(x); (2.6)
thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen

RT In(nj/d) 4 2z; F ¢ = const, 1=<j=J; (2.7)
Ubergangsbedingungen fiir die Teilchensorten, die
freien Durchtritt durch die Phasengrenzen haben

{us*} + RT {In(ns/d)} = 0; (2.8)
Poisson-Gleichung
(rD) = rFsz nj, D = Fsznj; (2.9)

Ubergangsbedingung fiir die dielektrische Ver-

schiebung
{D} = Flachenladungsdichte; (2.10)

explizit vorgegebene Verteilung der Festladungen

ZZJ+an+v:f§ (2.11)
r>1

Potentialansatz
D=—c¢¢'. (2.12)

Nach Voraussetzung sind w;*, f und & in jeder
Phase konstant; Flichenladungen koénnen nur an
Phasengrenzen auftreten.

Aus Gl. (2.7) erhalt man die bekannte Boltz-
mannsche Beziehung:

n; = cjexp {— B ¢} (2.13)
mit

Bi =z F|RT, (2.14)

¢j = n;0 exp {B; go}; (2.15)

der Index 0 kennzeichnet die Funktionswerte an
einem Bezugsort. Mit GI. (2.9) und (2.12) erhilt
man die Poisson-Boltzmann-Gleichung

r=1 0, (r 0r @) " J
e FE e
azztp } ) 1 b (2.16)
rexp{— B} —e 1 Ff.

Weil die Integration der GI. (2.16r) Schwierig-
keiten bereitet, soll die Gl. (2.16x) weiterbehandelt
werden und anschlieBend dargelegt werden, inwie-
weit diese Losungen auch fiir das achsialsymme-
trische Modell reprasentativ sind.

Weil n; fiir ein endliches ¢ nur dann verschwinden
kann, wenn n; fiir alle ¢ verschwindet, die Teilchen-
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art j also im System nicht vorhanden ist, kénnen
wir im folgenden voraussetzen, dafl die Summe in
Gl. (2.16) nur die vorhandenen Teilchenarten um-
faf3t und nicht leer ist.

3. Integration der Gleichgewichtshedingungen

3.1. Erste Integration

Durch Multiplikation von Gl. (2.16x) mit ¢ und
Integration erhalt man [3]

2RT <

=" 2 7% (exp{— Bi(p — o)} — 1)
i
2Ff :
- (7 — go) + g0 (3.1)
= p(g) (3:2)

und fiir die Ortsableitungen von ¢, dargestellt als
Funktionen von ¢, erhilt man:

¢ i=y,
¢ =300y,

¢ =102,
¢"" =303 )(¢)? + 102 y) ¢

wie man sich allgemein durch vollstindige Induk-
tion iiberlegen kann, folgt aus dem Verschwinden
von ¢’ das Verschwinden aller ungeraden Ab-
leitungen von ¢ nach z. Verschwinden ¢’ und ¢”,
so verschwinden alle Ableitungen von ¢ nach z;
entweder ist @(r) konstant, oder ¢(z) ist nicht
konstant; weil im letzteren Fall keine wesentliche
Singularitdt vorliegt, wie im néchsten Abschnitt
gezeigt werden wird, mull z fir ¢'—0, ¢ —0
divergieren.
Es ist

J
0p2y = (2F2/8RT)§1:212 ciexp{— Bip}. (3.4)

(3.3)

Weil y definitionsgemafl nichtnegativ ist, und die
zweite Ableitung von y nach ¢ wegen GI. (3.4)
positiv definit ist, kann (@) nur eine der vier in
Abb. 1 skizzierten Formen haben. Im ersteren Fall

v b 12 v

— N1/

b, ¢ 6, ¢ o ¢

(o] [} [¢]

[ \./o
6,

Abb. 1. Die vier méglichen Formen der Funktion y(¢).
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verschwinden y und 0py im Minimum der Funk-
tion, und damit wegen GI. (3.3) alle Ableitungen
von ¢ nach .

3.2. Zweite Integration
Aus den GIn. (3.1) und (3.2) folgt

dz = (y(@))~12de (3.5)
und somit
P—o 2RT J
Pa—@o

2Ff -1/2
- (exp{— ﬂ;u}—-l)——s—u—}—(po’z du.

Ein Vorzeichenwechsel der Wurzel kann nur in Ver-
bindung mit einem Vorzeichenwechsel von du, also
in einem Extremum der Funktion ¢(x) auftreten.

Fiir die weiteren Untersuchungen ist es zweck-
mafig, als Bezugspotential ¢y das Minimum von y
zu wahlen, auch wenn dieses nicht in der Phase
liegt. Wenn o in ¢ eine Nullstelle zweiter Ordnung
hat, divergiert x fiir ¢ — ¢o. Ein Vorzeichen-
wechsel tritt in Gl. (3.6) folglich genau dann und
zwar fiir ¢ =¢@o auf, wenn yp dort eine Nullstelle
erster Ordnung hat.

Mit Hilfe von GI. (3.6) und Abb. 1 kann man die
moglichen Formen von ¢ (x) angeben, wie in Abb. 2
fiir ¢'(21) > 0, ¢”' (1) < 0 geschehen ist. Als Phasen-
grenzen konnen beliebige Werte von a gewahlt
werden.

Weil ¢ in einer Phase (einschlieBlich der Grenzen)
endlich sein muf, folgt:

— Wenn y keine Nullstelle zweiter Ordnung hat,
ist die Phase endlich;

o

/xl X

Abb. 2. Die moglichen Potentialkurven ¢ () unter der Vor-
aussetzung ¢’(z1) > 0, ¢”'(z1) < 0. Kurve a entspricht dem
linken Teil der Kurve in Abb. 1a, fir 2 — o« gilt ¢ — @q.
Kurve b entspricht Abb. 1b, in @¢ hat sie einen Wende-
punkt. Kurve c entspricht Abbildung 1c. Die Abb. 1d ent-
sprechende Potentialkurve wird durch obige Voraussetzung
ausgeschlossen.
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— dafiir, dal eine Phase einseitig unendlich ist,
ist notwendig, daf} p eine Nullstelle von zweiter
Ordnung hat; wenn diese Voraussetzung erfiillt
ist, kann immer eine Phasengrenze ins Unend-
liche gelegt werden;

— dafiir, daB3 eine Phase beidseitig unendlich ist,
ist notwendig, dal ¢ in der Phase konstant ist.

Weil der Fall einer beidseitig unbegrenzten
Phase trivial ist, werden wir unter ,,unendliche‘
Phase immer eine einseitig unbegrenzte Phase ver-
stehen.

3.3. Explizite Integration in etnem Spezialfall

Das Integral (3.6) kann nur in Spezialfillen
explizit ausgefiihrt werden; es sei die Phase unend-
lich, 2p = o0, @9 = @oo =0, f =0 und der Elektrolyt
univalent:

Algl=2 (3.7)
mit
< lulty
ni_z_2]z;| ny, (3.8)

ny = n-" g = F|RT,
ch(z g ¢) =t erhilt man

- @
€ dg
x_a:_sl/-éfRan/l/eh(zﬂ@——l 9]
Pa
¢
1 e RT dt
~ T 2zF V n*® /(t~1)]/t+1 St
A

Nach [5] [212.9a] ist

=n", s =signg@ und

= —]/éArctth+ i
2
und somit

eXp {— oo (x — a)} =(l — l)l/z(x“ . )1/2 (3.12)

x+1 Xa—1
mit
=B 9/2), (3.13)
xm=zFV 2;7, (= 1082 /n™); (3.14)
2s
@ = B Arch cth [xw(x —a)
4 Arcthoh 2P fil . (3.15)
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Fiir eine praktische Anwendung ist GI. (3.15)
kaum geeignet, wie jedoch eine numerische Be-
rechnung zeigt, ist die rechte Seite von GI. (3.12)
firo sy <2,

=zpg/2

praktisch linear in ¢, und somit fiir 0 < |z¢| <100
mV. Diese Linearitdt wird eine Rechtfertigung fiir
die im nichsten Abschnitt dargestellte Naherungs-
rechnung sein.

(=192¢) (3.16)

0,5

) '

0 i 2 y
Abb. 3. Die Funktion { = (ch y — 1)¥/2 (chy + 1)-1/2,

3.4. Niherungslosung fir das Potential

Entwickelt man den Radikanden in GI. (3.6)
nach 6 = fu an 6 =0, so erhilt man mit

ST 0 (= 14-103¢q3),
J &
= (z 2y my0 + f) (= = (po") . (3.17)
; 1
=12 %20
d
nach [5] [231.8a]:

s a— _ 5 7/eRT
TTF) 2

8
. f[‘ro + 710 + 72 62]71/2d4d

T —

(3.18)

=_%V8RT In 2[/12(To+115+1252)

2
+ 171+ 212 0) : (3.19)
Setzt man "
E (x) = exp {— %o (z — a)},
Ey =E (), (3.20)

2 _FVzn(—me,
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so erhédlt man durch Einsetzen von x =1 in (3.19)
T1 = 4‘(2 63 E()/(l — Eo)z T = 0, (321)
T0 = 4‘(2 6a,2 Eoz/(l = E02)2 fiir T1 = 0. (322)

fir

Mit diesen Ergebnissen erhilt man durch Auflésen
von GI. (3.19) nach é = (¢ — go), wobei die Nihe-
rungen im Fall (xo —a) > 108 75-1/2 gelten:

. (3.23)
wenn To=711=0,
(E — Ey)?
A—FE ™ E(1 — Eo/E)?
® — #o= (Pa — 90)  wenn T0=0, 710,
E2—E? 2
T—ERT™ E(1— (Eo/E)?)
(wenn 79 =+0, 71=0.

Alle drei Funktionen sind fiir die hier interessieren-
den Verhéltnisse praktisch gleich und verschwinden
fiir (x —a)> »~1; insbesondere ist (3.23a) im Fall
des univalenten Elektrolyten ohne Festladungen
fiir [ @a — @o| =100 mV eine gute Néiherung fiir die
exakte Losung (3.15) (vgl. Gleichung (3.121f.)) (bis
auf (3.23a) und die beiden Naherungen in (3.23)
sind alle Ausdriicke invariant unter einem Wechsel
der Vorzeichen von (x—a) und (x9—a)). Fir
179 — 0, also verschwindende Konzentration der frei
beweglichen Ionen, gilt an x =2z

(11 F|2¢) (x — 0)2 + ~ (¥ — zp)?
wenn 79 =0,

@~ @o+

@0 (x — 20) + ~ (x — 20)3 (3.24)

wenn 71 =20.

Wir haben bisher den Verlauf des Potentials
zwischen der Phasengrenze a und ¢ dargestellt;
die zweite Phasengrenze b kann an einer beliebigen
Stelle zwischen a und z¢ oder, wenn xzy endlich ist,
auf der anderen Seite von g liegen. Die folgenden
Aussagen gelten im ersteren Fall nur fir e, im
letzeren Fall analog fiir @ und b. Simtliche Lésungen
des Dgls. (2.16x) zeigen die gleiche Eigenschaft, daf3
der EinfluB der beweglichen Ionen auf das elek-
trische Potential sich auf eine kleine Umgebung
der Phasengrenze a bzw. Phasengrenzen a und b be-
schriankt; wenn geniigend bewegliche Ionen vor-
handen sind, ist das Potential in (@ 4 10-7 72-1/2, b)
bzw. (@ 4 10-7 7971/2, b — 10~7 7271/2) praktisch kon-
stant und hat den Wert ¢q; die Feldstarke ver-
schwindet folglich in diesem Gebiet. Der Grenzfall
verschwindender Konzentration beweglicher Tonen,
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72 — 0, ist nur in Verbindung mit verschwindenden
Festladungskonzentration, 7; — 0, realisierbar; aus
Gl. (3.24) folgt in diesem Fall, daB das Potential in
der Umgebung von zj eine lineare Funktion des
Ortes, die Feldstiarke also konstant ist, und nur
an a bzw. a und b, wenn a<< zo<<b ist, treten Ab-
weichungen von der konstanten Feldstirke durch
Ionenansammlungen auf.

4. Abweichungen vom idealen Verhalten

4.1. Die Debye-Hiickel-Ndherung fir das chemische
Potential

Aus der Debye-Hiickel-Theorie erhdlt man fiir
eine stark verdiinnte Elektrolytlosung [6] [Kap.
8.4.]:

pi = p*(r, T) 4+ RT In(ng/d) — 22 A2,
A =F28reNy=9-10"7,

F2 —
% :V.SRT Zijnj = %4~ 1071/22'/:]271/]'.

Die Summe in Gl. (4.1) erstreckt sich auch iiber die
Festionen.

Die Herleitung der Gl. (4.1) beruht auf der Vor-
aussetzung, daf} sich die Konzentrationen in einem
Gebiet vom Durchmesser x~1 um den jeweils be-
trachteten Ort nicht wesentlich dndern; diese
Voraussetzung ist aufgrund der Berechnungen im
vorigen Kapitel sicher nicht erfiillt. Deshalb kann
Gl. (4.1) Dbestenfalls die Richtung aufzeigen, in
welche die Abweichungen vom idealen Verhalten
(der »-Term) die Funktion ¢ () verschieben.

(4.1)

4.2. Ewnfluf auf die Niherungslosungen

Das bisherige Vorgehen kann wie folgt zusammen-
gefallt werden:

1. man 16se Gl. (2.7) nach sz n; auf:
J
2.2 m = h(g — @o);
1

2. man integriere Gl. (2.16x):
HePlo=—etFH[g— e F fols
mit dpH =h;

3. man l6se Gl. (4.2) nach dz auf:
dz = dp[— 2F eL(H (p — po) — H(0)) (4.3)

—2F fe (@ — @o) + @o'?]71/%;

4. man entwickle H an (¢ — ¢o) =0 bis zur zwei-
ten Ordnung.

4.2)
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Verfolgt man die Schritte riickwarts, so bedeutet
die Entwicklung von H bis zur zweiten Ordnung
eine Entwicklung von A bis zur ersten Ordnung,
also einen linearen Zusammenhang zwischen Z 2jn;

und (¢ — @o)
J

Dzing=— (¢ — o)l + L; (4.4)
1
unmittelbar folgt
L=73zn0. (4.5)

Die Niherungslosung von GI. (4.3) ist wieder
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sind noch zu bestimmen. Durch Vergleich von
Gl. (4.3) mit Gl. (3.18) erhdlt man unter Beriick-
sichtigung der Gln. (4.4) und (4.5):

Ti=—(L+f)=m,
22— RTI2F.

(4.6)
(4.7)
Den linearen Zusammenhang (4.4) erhilt man

gemif der Gln. (2.1) und (4.1) durch Entwickeln
von

RT In(nj/n%) — 2;2 A (2 — x%(0))

durch die Gln. (3.23) gegeben; die Konstante 7 =—2zF(p— o) (4.8)
bleibt ungeidndert, die neuen Konstanten 7; und 72 nach n; an 7,0 bis zur ersten Ordnung:
rrl™ 4| AP 2 0 F 49
w0 Y T 2 RTR(0) 2z (ni —n®) = — 2z F(p — @o) . (4.9)
Unter Verwendung der im Anhang angegebenen Formel erhalt man
4 F J kv?
. = e _ -2 5.0 4.1
24m =" (g %)[le] g +1—k5}+L’ (4.10)
also
By g 1 kw2
To == -
TR T ke
k o 10-2 (4 2 p0)-1/2 4.11
— 8(RT)2%(0)(~ (?Z"‘f n'lr) )7 ( * )

J J
v = 2300, &= zinp.
1 1

Fiir einen einwertigen Elektrolyten verschwindet
der Korrekturterm in (4.11), im allgemeinen ist er
im Giltigkeitsbereich von Gl. (4.1) fiir die in der
Physiologie interessierenden Konzentrationsver-
hiltnisse klein gegen 73. Fiir das in der Neuro-
physiologie viel verwendete Meerwasser [7] [11-5]
ist der Bereich der Brauchbarkeit des Korrektur-
terms in Gl. (4.1) bereits iiberschritten, man muf}
halbempirische Korrekturterme verwenden (z.B.
[8] [GI. II1.104 u. Fig. IT1.3]), oder, was sich oft
als besser erweist, auf einen Korrekturterm vollig
verzichten. Fiir die im menschlichen Blut herrschen-
den Konzentrationsverhéaltnisse [7] ist der Korrek-
turterm kleiner als 19/p9 von 72. Damit bleibt die
Feststellung, daB nur in einer Schicht der Dicke
(10-7 7271/2) an der Phasengrenze die elektrische
Feldstarke nicht konstant ist und, wenn 72 grof3
genug ist, nicht verschwindet, giiltig. Um 73 zu
bestimmen, geniigt es, die Konzentrationsverhalt-
nisse irgendwo auBerhalb dieser Grenzschicht zu

messen. Wenn (10-7 7571/2) sehr viel kleiner als
der Innenradius r; des achsialsymmetrischen Modells
ist, gelten die Aussagen auch fiir dieses. Fiir die
biologisch relevanten Ionenkonzentrationen be-
deutet dies 7; >4 - 10~ m = 4 nm, eine Bedingung,
die fiir praktisch alle Zellen erfiillt ist.

Es ist nicht zu erwarten, daBl eine sorgfaltigere
Behandlung der Abweichungen stark verdiinnter
Elektrolyte vom idealen Verhalten zu wesentlichen
Abweichungen von diesen Ergebnissen fiihrt.

5. Der Ruhezustand des Axons

Der zylindrische Fortsatz von Nervenzellen, das
Axon, kann durch das achsialsymmetrische Modell
beschrieben werden; die zylindrische Nerven-
membran, deren Dicke sehr viel kleiner als ihr
Radius ist, trennt die innere von der (im Modell)
unendlich ausgedehnten auBleren Phase.
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Nach Aono und Ohki [3] befinden sich auf den
beiden Membranoberflichen Flachenladungen, die
jeweils die Ladung der angrenzenden Volumenphase
kompensieren, so dafl das Membraninnere, das als
lokal elektroneutral angenommen wird, feldfrei ist
(Abbildung 4). In diesem Modell unterscheiden sich
die Konzentrationen der Ionen an den Phasen-
grenzen wesentlich von den Konzentrationen in
einiger Entfernung von der Phasengrenze, und
zwar nach Gl. (2.13) um einen Faktor exp {— fjua}
bzw. exp {— fju;}; fir v=—"T0 mV ist der erstere
Faktor sicher grofler als 50 fiir z;=1, kleiner als
0,02 fir z;=—1. Das System kann nicht ver-
einfacht als , Membrankondensator dargestellt
werden, wie es im Rahmen der konventionellen
Theorie iiblich ist. Aono und Ohki haben obige
Faktoren in ihrer Gl. (10) nicht beachtet, weshalb
deren Vergleich zwischen ihrer Theorie und dem
Experiment nicht mehr haltbar ist.

Nach der konventionellen Theorie spielen Ober-
flichenladungen keine Rolle. Es sollen der Einfach-
heit halber nur die drei einwertigen Ionenarten
Cl-, K+, Na* und z-fach geladene Festionen im
Innern des Axons beriicksichtigt werden; es soll
ferner angenommen werden, daf} die Losungen ideal
sind und die Festionen keinen Einflufl auf u;*
haben. Die Ionenkonzentrationen am Ort der
Symmetrieachse seien durch den Index © gekenn-
zeichnet; CI- und K+ moégen sich im Gleichgewicht
zwischen beiden Phasen befinden (¢ = ¢o— ¢):
Cl-,
K+,

110 = n," eBo fiir

90 = no™ e—B® fiir
Folglich ist

119 790 = 1™ na™

(5.1)

(5.2)

innere
Lésung

dubere
Lésung

b

Membran

oo —

bo

a u.
€

l i L

Abb. 4. Das Potentialprofil nach der Oberflichenladungs-
theorie (a) und nach der konventionellen Theorie (b) (nach
Aono und Ohki [3], gedndert).
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und aus der Elektroneutralititsbedingung (7, =0)
(5.3)

m” =n” + ng™
folgt

710120 = (n2” + n3™) 2™ (5.4)

Aus Symmetriegriinden muB} die Feldstarke und

damit ¢’ auf der Symmetrieachse des Systems ver-
schwinden; wie die Behandlung des eindimen-
sionalen Modells zeigte, kann man hierfiir als Nahe-
rung Elektroneutralitit am Ort der Symmetrie-
achse annehmen:

110 = n20 + ng0 + f; (5.5)
damit folgt mit (5.1b) aus (5.4)
212  sh B @ = ng™ (1 — eb?) + An,
An = n3® —ng™ -+ f. (5.6)

Eine graphische Darstellung der beiden Funktionen
in Gl. (5.6) zeigt die eindeutige Auflosbarkeit der
Gleichung nach ¢ bei gegebenem /n, und aus
An =0 folgt ¢ = 0. Folglich ist An die Ursache des
,,Membranpotentials‘* (genauer der Potentialdiffe-
renz) ¢ = Qo — Poo- )

Die Potentialinderung o ¢ bei einer kleinen Ande-
rung von ne” um dns” ergibt aus Gl. (5.6)

20me sh o+ 2n" fogpchBo

=—n3g" fopebv, (5.7)
also
— Bop=0n"(1— e 269)
- (n5™ -+ (1 + e-280))1, (5.8)

und fiir die Anderung von 790 folgt aus Gl. (5.1):
0ng0 = e=B (dng™ — na™ O ¢) (5.9)
ng” + 2n”
n3” + na” 4+ }Lzmexp(— 25(;;)
n3™ + 2mg”
exp (2 ¢) (ng”™ + n2™) + no™

=

ng
< 6n2°°e—50’<1 4 —
ng + N3
= 6n2°°

n§”
< 0ng™ eho (2 + oo-)
ny

= Ong™ e~ B9

= dns" eBe

oo) wenn ¢ >0,
wenn ¢ =0,

wenn ¢ <<0.

Es ist physikalisch sinnlos, aus der GI. (5.1b)
herauslesen zu wollen, daBl das Konzentrations-
verhiltnis der K+-Tonen die Ursache des Membran-
potentials ist und es sich deshalb um ein , Kalium-
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Potential** handelt. Wie zu erwarten, beginnt auch
ein Spike (d.h. Nervensignal) mit einem Na-Ionen-
strom.

Weil die Dielektrizitatskonstante der Membran
ungefihr gleich einem sechzehntel der von Wasser
ist, fallt fast das ganze Membranpotential an der
Membran ab (vgl. Abbildung 4). Deshalb sind die
durchgefiihrten Niherungen fiir die konkreten
Rechnungen in Abschn. 3.4 sicher gut.

In einer genauen Analyse der Verhéltnisse an
Axonmembranen ist nicht nur zu beriicksichtigen,
daf sich die K-Tonen nicht exakt im Gleichgewicht,
sondern in einem stationdren Zustand zwischen
Pumpwirkung der Na-K-Pumpe und Leckstrom
befinden, sondern auch, daB3 die Membran nicht
homogen sein kann; denn Ionen kénnen nur dann
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mit nichtverschwindender Wahrscheinlichkeit durch
die Membran hindurchtreten, wenn sie entweder
vor dem Hindurchtreten elektrisch neutralisiert
werden, die ,,Carrier’ also negativ geladen sind,
oder aber die Dielektrizitatskonstante der Membran
am Ort und zur Zeit des Durchtritts ungefihr
gleich der des Wassers ist.

Anhang
Sei
D{on—kayy=—r,
l

so ist, wie man leicht nachrechnet
Y= == Z (Otm + krzm (1 — Z knzn)™)rm. (2)
m n

(1)
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